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1) Έστω το σημείο  ,3 2Α  του καρτεσιανού επιπέδου. Να βρείτε τα σημεία  ,M x y  
του επιπέδου που προκύπτουν, αν ξεκινώντας κάθε φορά από το σημείο Α προ-
χωρήσουμε κ  βήματα (μονάδες) παράλληλα με τον άξονα ΄x x και στη συνέχεια 
2κ  παράλληλα με τον άξονα ΄y y, για , , , ,1 2 3 1 2  κ , και να συμπληρώσετε τον 
παρακάτω πίνακα. (Όταν τα κ  και 2κ  είναι θετικά, εννοείται ότι προχωράμε κατά 
τη θετική φορά των αξόνων, κι όταν είναι αρνητικά, κατά την αρνητική φορά.)

Βήματα 
κ

Τετμημένη x του σημείου 
που προκύπτει μετά από 

κ  βήματα

Τεταγμένη y του σημείου 
που προκύπτει μετά από 

κ  βήματα

2

3




y

x

1

2

3

1

2
3

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
ΣΤHN ΕΥΘΕΙΑ
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243

Μπορείτε να υποθέσετε σε τι είδους γραμμή θα βρίσκονται όλα τα σημεία που 
μπορεί να προκύψουν με αυτή τη διαδικασία;
Απ.:  ........................................................................................................................

2) Έστω το σημείο  ,2 1Α  του καρτεσιανού επιπέδου. Να συμπληρώσετε τους πα-

ρακάτω πίνακες που αφορούν τα σημεία  ,M x y  του επιπέδου που προκύπτουν 
αν ξεκινώντας από το σημείο Α προχωρήσουμε κ  βήματα παράλληλα με τον 
άξονα ΄x x και ακ βήματα παράλληλα με τον άξονα ΄y y για τις τιμές του α  που 
δίνονται. (Όταν τα κ  και ακ είναι θετικά, εννοείται ότι προχωράμε κατά τη θετική 
φορά των αξόνων, κι όταν είναι αρνητικά, κατά την αρνητική φορά.)
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κ x y
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3) Λαμβάνοντας υπόψη τους πίνακες του 
ερωτήματος (2), να συμπληρώσετε τον 
διπλανό πίνακα απαντώντας στις πα-
ρακάτω ερωτήσεις:
α) Παρατηρώντας την τελευταία στή-

λη κάθε πίνακα του ερωτήματος 
(2), μπορείτε να διατυπώσετε κά-
ποια σχέση που να συνδέει τις συ-
ντεταγμένες x και y του σημείου M;

β) Ποια είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της γραμμής με τον άξονα ΄y y;
γ) Να λύσετε τη σχέση του ερωτήματος (α) ως προς y.
Πώς συνδέεται το αποτέλεσμα του ερωτήματος (γ) με την τεταγμένη του σημείου 
τομής με τον άξονα ΄y y και με τον α;
Απ.:  ........................................................................................................................
Τον αριθμό α τον ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης ή κλίση της ευθείας.

4) Ποια σχέση συνδέει τις συντεταγμένες των σημείων  ,Α x y  μιας ευθείας που 

τέμνει τον άξονα ΄y y στο σημείο  ,0 β  και έχει συντελεστή διεύθυνσης α;
Απ.:  ........................................................................................................................

5) Έστω τα σημεία  ,2 1Α  και  ,3 2Β  του καρτεσιανού επιπέδου.
α) Ποιος είναι ο συντελεστής διεύθυνσης που διέρχεται από τα σημεία Α και Β;
 Απ.: ...................................................................................................................
β) Αντικαθιστώντας τις συντεταγμένες του σημείου Β στη σχέση  α βy x , να 

βρείτε τον β.
 Απ.: ...................................................................................................................
γ) Ποια είναι η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία Α, Β;
 Απ.: ...................................................................................................................

α Ερώτη-
ση (α)

Ερώτη-
ση (β)

Ερώτη-
ση (γ)

1

1

2

2
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Έστω  ε  μια ευθεία στο καρτεσιανό επίπεδο η οποία τέμνει τον άξονα ΄x x στο ση-
μείο Α. 

ΟΡΙΣΜΟΣ

Γωνία ω που σχηματίζει η ευθεία  ε  με τον άξονα ΄x x 
λέμε τη γωνία που διαγράφει η ημιευθεία Αx μέχρι να συ-

μπέσει με την ευθεία  ε , όταν η ημιευθεία αυτή στραφεί 
κατά τη θετική φορά.
Θετική φορά ορίζουμε τη φορά περιστροφής που είναι 
αντίθετη αυτής των δεικτών του ρολογιού.
Αν μια ευθεία είναι παράλληλη με τον άξονα ΄x x ή συμπί-
πτει με αυτόν, λέμε ότι σχηματίζει με τον άξονα ΄x x γωνία 

0 ω .

Για τη γωνιά ω που σχηματίζει μια ευθεία  ε  με τον άξο-
να ΄x x ισχύει 0 180  ω  ή 0  ω π.

Κλίση ή συντελεστή διεύθυνσης μιας ευθείας ονομά-
ζουμε τον αριθμό λ εφω.
  Αν 0λ , τότε 0 90  ω .
  Αν 0λ , τότε 90 180  ω .
  Αν 0λ , τότε 0 ω  και η ευθεία είναι παράλληλη ή συμπίπτει με τον άξονα ΄x x.

H γραφική παράσταση της συνάρτησης    α βf x x  είναι ευθεία, έστω  ε , η 

οποία τέμνει τον άξονα ΄y y στο σημείο  ,0Β β  και έχει κλίση λ α.

Ένα σημείο  ,Μ x y  του επιπέδου είναι σημείο της ευθείας  ε  αν και μόνο αν 

    α βy f x y x . Από δω και στο εξής η εξίσωση  α βy x  θα ονομάζεται 

εξίσωση της ευθείας  ε .
Αν ω είναι η γωνία της ευθείας  α βy x  με τον άξονα ΄x x, ισχύει ε ω α .

H συνάρτηση f (x) = αx + β27
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Η συνάρτηση f (x) = αx + β

Αν γνωρίζουμε δύο σημεία της ευθείας  ,1 1Α x y  και  ,2 2Β x y  με 1 2x x , τότε η 

κλίση της είναι 2 1

2 1





α y y

x x
. 

Πράγματι, αν  α βy x  είναι η εξίσωση της ευθείας, τότε ισχύει 1 1 α βy x  και 

2 2 α βy x . Αφαιρώντας κατά μέλη, έχουμε   2 1
2 1 2 1

2 1


    


α α y y

y y x x
x x

. 

Αν 0β , η συνάρτηση f  παίρνει τη μορφή    αf x x και η γραφική της παράσταση 
 αy x περνάει από την αρχή των αξόνων. Ειδικότερα:

  Αν 1α , τότε η ευθεία σχηματίζει με τον άξονα ΄x x γωνία 45 ω  και είναι η δι-
χοτόμος των γωνιών xOy και x΄Oy΄.

  Αν 1 α , τότε η ευθεία σχηματίζει με τον άξονα ΄x x γωνία 135 ω  και είναι η 
διχοτόμος των γωνιών x΄Oy και y΄Ox.

Σχετικές θέσεις δύο ευθειών

Έστω δύο ευθείες :1 1 1 ε α βy x  και :2 2 2 ε α βy x  οι οποίες σχηματίζουν με τον 
άξονα ΄x x γωνίες 1ω  και 2ω  αντίστοιχα.
  Αν 1 2α α , τότε 1 2εφω εφω , οπότε 1 2ω ω .

Στην περίπτωση αυτή, οι δύο ευθείες:
― είναι παράλληλες, αν 1 2β β ,
― ταυτίζονται, αν 1 2β β .
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  Αν 1 2α α , οι ευθείες τέμνονται. Ειδικότερα, αν 1 2β β , οι ευθείες τέμνονται 
πάνω στον άξονα ΄y y.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι ευθείες  α βy x , , α β , είναι παράλληλες 
μεταξύ τους για α σταθερό και β  μεταβλητό, ενώ διέρχονται όλες από το ίδιο σημείο 

 ,0 β  για β  σταθερό και α μεταβλητό.

Η συνάρτηση f(x) = |x|

Από τον ορισμό της απόλυτης τιμής έχουμε:

  αν
αν

x x
f x x

x x
    

, 0
, 0

Eπομένως η γραφική παράσταση της συνάρτησης   f x x  αποτελείται από τις 
ημιευ θείες με, 0y x x   , και με, 0y x x  .
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Η συνάρτηση f (x) = αx + β

Μ.1 Ο ρόλος των παραμέτρων α και β 
της ευθείας y = αx + β

  [Μ.1.1] Για τον συντελεστή διεύθυνσης α (κλίση της ευθείας) ισχύει ότι:

i.  [Μ.1.1.i] όταν γνωρίζουμε δύο σημεία  ,1 1Α x y  και  ,2 2Β x y , με 1 2x x , 
της ευθείας, τότε ο συντελεστής διεύθυνσης προκύπτει από τον τύπο 

2 1

2 1





α y y

x x
,

ii.  [M1.1.ii] όταν γνωρίζουμε τη γωνία ω που σχηματίζει η ευθεία με τον 
θετικό ημιάξονα ΄x x και ζητείται ο α ή, αντίστροφα, όταν γνωρίζουμε τον 
α και ζητείται η γωνία ω, χρησιμοποιούμε τη σχέση α εφω. Υπενθυμί-
ζουμε ότι:

ω 0 30 45 60 120 135 150

εφω 0 3

3
1 3 3 1 3

3


iii. [M1.1.iii] αν 0α , τότε η γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον θετικό 
ημιάξονα ΄x x είναι οξεία, ενώ, αν 0α , η γωνία αυτή είναι αμβλεία, και 
αντίστροφα. Η περίπτωση 0α  αντιστοιχεί σε ευθεία της μορφής  βy  
με γραφική παράσταση παράλληλη στον άξονα ΄x x.

  [M.1.2] Ο σταθερός όρος β  εκφράζει την τεταγμένη του σημείου τομής της 
ευθείας με τον άξονα ΄y y, δηλαδή η ευθεία διέρχεται πάντα από το σημείο 

 ,0 β . Αν 0β , η ευθεία περνάει από την αρχή των αξόνων.

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 1

■ Λυμένα Θέματα

27.1 Δίνονται τα σημεία  ,Α 1 0 ,  ,Β 3 4 ,  ,Γ 27 2 ,  ,x xΔ 2 2 . Να 

βρεθούν:
α.  ο συντελεστής διεύθυνσης και το είδος της γωνίας ω που σχηματίζει 

με τον άξονα ΄x x η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία:
  i. A, B, ii. B, Γ,
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β.  ο x , ώστε η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α και Δ:
  i. να σχηματίζει με τον άξονα ΄x x οξεία γωνία, ii. να έχει κλίση 2.

Λύση

[Μ.1.1.i, M.1.1.iii]
α.  i.   Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας AB είναι:

 

 
 

  
   

  
       

      
B A

B A

y y

x x
α

2 2

4 3 1 4 3 14 0 4
2 3 1 0

3 1 3 1 3 1 3 1 3 1
 

 Άρα, αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η ευθεία AB με τον άξονα ΄x x, θα εί-
ναι 0 90  ω , δηλαδή οξεία.

ii.  Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΒΓ  είναι: 

     
    

    
By y

x x
Γ

Γ Β

α 2 4 6 6

27 3 9 3 3 3 3 3

 
2

6 3 3 3
3 0

2 3 3 3


       

 
Άρα 90 180  ω , δηλαδή η γωνία ω που σχηματίζει η ΒΓ  με τον άξονα ΄x x 
είναι αμβλεία.

[Μ.1.1.iii, M.1.1.ii]
β. Έστω ω η γωνία που σχηματίζει η ευθεία ΔA  με τον άξονα ΄x x. Επειδή 2 1 0 x , 

ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΔA  και είναι:

 
y y x x

x x x x
Δ Α

Δ Α

α    
  

   2 2

2 0 2

1 1

i.  Για να είναι η ω οξεία, πρέπει 
xx

x x
x

α
 

       


2 1 0

2

2
0 0 2 0 2

1
⇐=⇒ .

 Άρα πρέπει  ,2  x .
ii.  Για να έχει η ΔA  κλίση ίση με 2, πρέπει: 

  ή2
2

2 1
2 2 2 2 2 2 1 0 0

1 2

                 
α x

x x x x x x
x

27.2 Δίνονται οι ευθείες            καιε ζ η θ υ μ, , , ,  με αντίστοιχες εξισώ-

σεις y x  17 2,  y x      2 1 2, y x   0, y x  2 3 , x
y



2 12 8

2
 

και  y x x      2 2 1 . 
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Η συνάρτηση f (x) = αx + β

α.  Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης καθεμιάς από τις ευθείες και το 
είδος της γωνίας ω που σχηματίζει αυτή με τον άξονα ΄x x.

β.  Ποιες από τις παραπάνω ευθείες:
  i.  διέρχονται από την αρχή των αξόνων;
  ii. τέμνουν τον άξονα ΄y y στο σημείο  , 0 2 ;

Λύση

[M.1.1.iii]

α.  Για την  ε , 17 0 α , άρα η γωνία ω είναι οξεία.
Για τη  ζ ,  2 1 2 2 2 2 2           y x y x y x, άρα 2 0  α , επο-
μένως η γωνία είναι αμβλεία.

Για την  η , 0    y x y x, άρα 1 0  α , επομένως η γωνία είναι αμβλεία.

Για τη  θ , 2 3 3 2    y x y x , άρα 3 0 α , επομένως η γωνία είναι 
οξεία.

Για την  υ , 2 12 8 2 12 8

2 2 2

x
y y x


    

    
12

2 4 2 6 2
2

y x y x , άρα 2 6 0 α , δηλαδή η γωνία είναι οξεία.

Για τη  μ ,  2 2 1 2 2 2 2           y x x y x x y , άρα 

0 0 0     α εφω ω .
[M.1.2]
β. i.    Όλες οι παραπάνω ευθείες είναι της μορφής  α βy x . Από την αρχή των 

αξόνων διέρχονται όσες έχουν 0β . Αυτό συμβαίνει μόνο με τις  ζ  και  η .

ii. Τον άξονα ΄y y τέμνουν στο  , 0 2  όσες από τις παραπάνω ευθείες έχουν 

2 β , δηλαδή οι ευθείες        και . ε θ υ μ

27.3 Δίνεται η ευθεία  ε  με εξίσωση  y xκ κ κ          21 3 2. Να βρεθεί 

ο κ , ώστε η ευθεία  ε :
α.  να έχει κλίση ίση με 2,
β.  να έχει κλίση 0 και να μη συμπίπτει με τον ΄x x,
γ.  να σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον οριζόντιο άξονα,
δ.  να σχηματίζει με τον άξονα ΄x x γωνία 45o,
ε.  να περνάει από την αρχή των αξόνων, αλλά να μη συμπίπτει με τον 

άξονα ΄x x.
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Λύση

[M.1.2]

α. Πρέπει    ή ή1 3 2 1 1 1 1 1 1 2 0               κ κ κ κ κ κ .
β. Για να έχει κλίση 0, πρέπει:

   ή ή1 3 0 1 3 1 3 1 3 4 2               κ κ κ κ κ κ

Επίσης, για να μη συμπίπτει η  ε  με τον ΄x x, πρέπει 2 2 0  κ κ . Λύνουμε την 
εξίσωση   2 22 0 1 1 0 1 1 1 0κ κ κ κ κ κ κ              

    ήκ κ κ κ      1 2 0 1 2 . Άρα και  κ κ1 2.
Τελικά, 4κ .

[Μ.1.1.iii]

γ. Για να σχηματίζει η  ε  αμβλεία γωνία με τον οριζόντιο άξονα, πρέπει 

0 1 3 0 1 3 3 1 3 2 4                α κ κ κ κ . Άρα  ,2 4 κ .
[Μ.1.1.ii]

δ.  Πρέπει 45 1 1 3 1 1 4          εφω εφ εφω κ κ

   ή ή1 4 1 4 5 3κ κ κ κ         .
[Μ.1.2]

ε.  Πρέπει η εξίσωση της  ε  να είναι της μορφής  αy x, με 0α .
Άρα πρέπει     ή2 2 0 1 2 0 1 2          κ κ κ κ κ κ  και από το 
ερώτημα (β) για 0α  προκύπτει ότι 4κ  και 2 κ . Τελικά, 1κ .

27b.indd   25127b.indd   251 26/1/2015   11:29:2726/1/2015   11:29:27



252

Η συνάρτηση f (x) = αx + β

Προτεινόμενες Ασκήσεις για λύση

27.4 Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυν-
σης των παρακάτω ευθειών:

α.  5  y x  β.  2
1

3
 

x
y

γ.  2y  δ.  1

4

 


x
y

ε.  2 3

5




x
y  στ.  1 3

3

 



x

y

ζ.  12 3

3




x
y  η.  2 2 α βy

27.5 Ποιες από τις παρακάτω ευθείες δι-
έρχονται από την αρχή των αξόνων;

   

   

       

: , : ,

: , : ,

: , : , : , :

y x y x

x x
y y

y y x x

ε ζ

η θ

ι κ λ μ

   


  


   

4 7 2 5

2 1 1

2 23 1
3 0 0 3

27.6 Να βρεθεί η γωνία που σχηματίζει 
με τον άξονα ΄x x καθεμία από τις παρακάτω 
ευθείες:

α.  3 y x  β.  3 1

3

 


x
y

γ.  2
3

 
x

y
 

δ.  3 y

ε.  3

3
 x  στ.  3 1

3




x
y

ζ.  2 3

12
y x η.  3 3

3

 


x
y

θ.  3 3

3




x
y  ι.  3 2 2

5
1 2


 


x

y

27.7 Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυν-
σης και το είδος της γωνίας που σχηματίζει 

με τον άξονα ΄x x η ευθεία που διέρχεται από 
τα σημεία:

α.   , Α 2 2  και  ,3 2 6Β

β.  ,13
12

8
  
 

Α  και  ,4 5 2 3Β

γ.   ,2 2Α  και  ,1 1Β

δ.  , 56
17

2 3

 
 
 

Α  και , 3105
5

35


 
  

 
Β

27.8 Να συμπληρωθεί με Σ (σωστό) ή Λ 
(λάθος) ο παρακάτω πίνακας:

Εξίσωση ευθείας

Δι
έρ
χε
τα
ι α
πό

 τo
 Ο

Τέ
μν
ει

 
΄y
y 
στ
ο 

1

Τέ
μν
ει

 
΄y
y 
στ
ο 

2

Σχ
ημ
ατ
ίζ
ει

 μ
ε 
΄xx

 ο
ξε
ία

 γ
ω
νί
α

Σχ
ημ
ατ
ίζ
ει

 μ
ε 
΄xx

 α
μβ
λε
ία

 γ
ω
νί
α

  :1

2
2

3
  ε x

y

  :2 7 1 ε y x

  :3 5 ε y x

  :4 2 11 ε y x

  :5 3 1  ε y x

  :6

1
4

2
   
 

ε y x

  :7
2

ε x
y
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