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KΕΦΑΛΑΙΟ 1 2o
ΥΓΡΑ ΣΕ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

Υ∆ΡΟΣΤΑΤΙΚΗ ΠΙΕΣΗ
Η πίεση στα διάφορα σηµεία του χώρου που καταλαµ-
βάνει κάποιο υγρό ή στα τοιχώµατα του δοχείου µέσα
στο οποίο περιέχεται οφείλεται είτε στο βάρος του υγρού
είτε σε εξωτερικό αίτιο. Ως εξωτερικό αίτιο µπορούµε να
θεωρήσουµε τη δύναµη που κάποιο έµβολο ασκεί σε µια
περιοχή του υγρού. Ειδικότερα, θα µελετήσουµε την πίε -
ση που οφείλεται στο βάρος του υγρού.
Έστω το κυλινδρικό δοχείο του σχήµατος το οποίο έχει
επιφάνεια εµβαδού A και περιέχει υγρό πυκνότητας ρ που ισορροπεί. Ένα σύνολο
µορίων του υγρού αποτελεί την οριζόντια κυκλική επιφάνεια ΑΑ΄.
Το υγρό που βρίσκεται πάνω από την επιφάνεια ΑΑ΄ έχει ύψος h, µάζα m και όγκο
V και ισχύει:
m = ρV   ή   m = ρAh
Το βάρος του υγρού που βρίσκεται πάνω από την επιφάνεια ΑΑ΄ είναι ίσο µε: 
w = mg = ρAhg
Η επιφάνεια AA΄ δέχεται δύναµη F, ίση µε το βάρος της υπερκείµενης στήλης του
υγρού. Εποµένως, κάθε σηµείο της επιφάνειας δέχεται πίεση:

F                 ρAhgp = ––– ή    p = ––––– ή    p = ρgh
A                    A

Η πίεση αυτή που οφείλεται στο βάρος του υγρού ονοµάζεται υδροστατική πίεση.
Η σχέση p = ρgh αποτελεί τον θεµελιώδη νόµο της υδροστατικής.

Η υδροστατική πίεση έχει νόηµα µόνο εφόσον το υγρό βρίσκεται µέσα
σε πεδίο βαρύτητας.

12.7.qxd:Layout 1  14-12-15  18:16  Page 15



Σύµφωνα µε τον θεµελιώδη νόµο της υδροστατικής:

�� Η υδροστατική πίεση είναι ανάλογη της πυκνότητας του υγρού.

Όταν µετράµε την υδροστατική πίεση στο ίδιο βάθος
αλλά σε διαφορετικά υγρά, παρατηρούµε ότι η υδροστα-
τική πίεση είναι µεγαλύτερη στο υγρό µε τη µεγαλύτερη
πυκνότητα.

�� Η υδροστατική πίεση είναι ανάλογη της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Η υδροστατική πίεση σε ένα σηµείο ενός κλειστού
δοχείου γεµάτου µε υγρό που βρίσκεται στην επι-
φάνεια της Σελήνης έχει τιµή έξι φορές περίπου µι-
κρότερη από την τιµή που θα είχε, αν βρισκόταν
στην επιφάνεια της Γης.

�� Η υδροστατική πίεση είναι ανάλογη του βάθους.

Όταν µετράµε την υδροστατική πίεση σε σηµεία του
ίδιου υγρού που βρίσκονται σε διαφορετικό βάθος, πα-
ρατηρούµε ότι µεγαλύτερη υδροστατική πίεση έχουµε
στο σηµείο που βρίσκεται σε µεγαλύτερο βάθος.

Φυσική Γ΄ Λυκείου – Β΄ τόµος
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Πειραµατικά αποδεικνύεται ότι σε κάθε επιφάνεια που βρίσκεται µέσα σε
ένα υγρό που ισορροπεί η υδροστατική πίεση που ασκείται είναι ανεξάρ-
τητη από τον προσανατολισµό της επιφάνειας.

pν > pλ

gΣ gΓ > gΣ

pΓ > pΣ

pΓ > p∆

Με το µανόµετρο µετράµε την πίεση που ασκείται
στην επιφάνεια µιας ελαστικής µεµβράνης που βυθίζουµε στο υγρό. 
Ο σωλήνας U περιέχει κάποιο υγρό, συνήθως υδράργυρο. 
Η διαφορά ύψους του υγρού στα δύο σκέλη του σωλήνα
είναι ανάλογη της υδροστατικής πίεσης. 
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ΑΡΧΗ ΤΟΥ ΠΑΣΚΑΛ
Έστωότιτοκλειστό κυλινδρικόδοχείοτου
σχήµατος, στο οποίο ισορροπεί υγρό πυ-
κνότηταςρ, βρίσκεταιεντόςτουπεδίουβα-
ρύτητας. Η πίεση του αέρα στο εσωτερικό
του δοχείου θεωρείται αµελητέα. Στα δύο
σηµεία Α και Β, που βρίσκονται σε βάθη
hA και hB αντίστοιχα, οι πιέσεις είναι: 
pA = ρghA και   pB = ρghB

Προσθέτουµε στο δοχείο µία ποσότητα του ίδιου υγρού, ύψους h1. Επειδή το υγρό
είναι ασυµπίεστο, οι πιέσεις στα σηµεία Α και Β είναι:
pÁ = ρg(hA + h1)   και   pÁ = ρghΑ + ρgh1 ή   pÁ = pΑ + ρgh1

pΒ́ = ρg(hΒ + h1)   και   pΒ́ = ρghΒ + ρgh1 ή   pΒ́ = pΒ + ρgh1

Όπως προκύπτει από τις προηγούµενες σχέσεις, η πίεση και στο σηµείο Α και στο
σηµείο Β αυξήθηκε κατά ρgh1. ∆ηλαδή, η µεταβολή της πίεσης, που οφείλεται στην
αύξηση του βάρους του υπερκείµενου υγρού, µεταδόθηκε αναλλοίωτη σε όλα τα ση-
µεία του υγρού.
Η παραπάνω διαπίστωση αποτελεί την αρχή του Pascal:
Η πίεση που δηµιουργεί ένα εξωτερικό αίτιο σε κάποιο σηµείο ενός υγρού µετα-
φέρεται αναλλοίωτη σε όλα τα σηµεία του. 

Κεφάλαιο 12: Υγρά σε ισορροπία
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Το πάχος ενός φράγµατος αυξάνει όσο προχω-
ρούµε από πάνω προς τα κάτω, ώστε να µην κιν-
δυνεύει να σπάσει λόγω των µεγάλων δυνάµεων
που αναπτύσσονται στη βάση του. 

Η εξάρτηση της πίεσης του υγρού από το βάθος δε
δηµιουργεί πρόβληµα στην καµηλοπάρδαλη, επειδή
έχει µεγάλη καρδιά και τα αιµοφόρα αγγεία του εγκε-
φάλου της είναι ελαστικά και απορροφητικά. Εάν
δεν είχε αυτή την κατασκευή, τότε θα λιποθυµούσε,
όταν θα σήκωνε ξαφνικά το κεφάλι της, και θα πά-
θαινε εγκεφαλική αιµορραγία, όταν θα το χαµήλωνε.
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Όταν κάποιο υγρό ισορροπεί σε ανοικτό δοχείο, στην ελεύθερη επιφάνειά
του ασκείται η ατµοσφαιρική πίεση. Επειδή, όπως προβλέπεται από την αρχή
του Pascal, η ατµοσφαιρική πίεση µεταφέρεται σε όλα τα σηµεία του υγρού,
η πίεση σε βάθος h είναι p = pat + ρgh.

Στο υδραυλικό πιεστήριο του γρύλου η
πίεση διατηρείται σταθερή, ενώ η δύναµη
πολλαπλασιάζεται. 

Το αίµα φεύγει από την καρδιά µε ορισµένη πίεση. Σύµφωνα
µε τον νόµο της υδροστατικής, στα χαµηλότερα σηµεία του
σώµατος (µεγαλύτερο βάθος) η πίεση είναι µεγαλύτερη. Για
να µετρήσουµε σωστά την πίεση ενός ανθρώπου, βάζουµε
το πιεσόµετρο στο ανώτερο µέρος του χεριού του, που βρί-
σκεται σχεδόν στο ίδιο ύψος µε την καρδιά του. 

Γνωρίζουµεότιηυδροστατικήπίεση
έχεινόηµαµόνοεφόσοντουγρόβρί-
σκεται εντός πεδίου βαρύτητας.
Έτσι, όταν ένα υγρό βρίσκεται εκτός
πεδίου βαρύτητας, σε όλη του την
έκταση επικρατεί η ίδια πίεση. 
Για παράδειγµα, όταν το δοχείο του σχήµατος βρίσκεται εκτός πεδίου βαρύτητας,
τα µανόµετρα δείχνουν όλα την ίδια πίεση p. Αν αυξηθεί η δύναµη που ασκείται στο

∆Fέµβολο κατά ∆F, θα αυξηθεί και η πίεση σε όλα τα µανόµετρα κατά ––––, όπου ΑΑ
∆Fείναι το εµβαδόν του εµβόλου. Εποµένως, σε όλα τα σηµεία η πίεση θα είναι p΄=p+ –––.Α

Αντίθετα, όταν το δοχείο βρίσκεται εντός του πεδίου βαρύτητας, η πίεση που δεί-
χνουν τα µανόµετρα είναι διαφορετική στο καθένα από αυτά, ανάλογα µε το βάθος
στο οποίο βρίσκεται. Έστω δύο σηµεία του Β και Γ, όπου αρχικά η πίεση είναι pB και
pΓ αντίστοιχα. Αν αυξηθεί η δύναµη που ασκείται στο έµβολο κατά ∆F, θα αυξηθεί και η 

∆Fπίεση σε όλα τα µανόµετρα κατά –––. Εποµένως, η πίεση στα σηµεία Β και Γ θα είναιΑ
∆F ∆FpΒ́ = pΒ + ––– και   pΓ́ = pΓ + ––– αντίστοιχα.Α           Α

F F+ΔF
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

�� Ελεύθερη επιφάνεια των υγρών
Έστω δοχείο το οποίο περιέχει ένα υγρό που
ισορροπεί. Αν υποθέσουµε ότι η ελεύθερη επι-
φάνεια του υγρού δεν είναι οριζόντια, το βάρος
w ενός επιφανειακού όγκου∆V µπορεί να ανα-
λυθεί σε δύο συνιστώσες wx και wy, όπως φαί-
νεται στο σχήµα. Η συνιστώσα wy είναι κάθετη
στην ελεύθερη επιφάνεια και εξουδετερώνεται
από την αντίδραση των µορίων που βρίσκονται
κάτω από την επιφάνεια, επειδή το υγρό είναι
ασυµπίεστο. Η συνιστώσα wx, που είναι παράλ-
ληλη µε την ελεύθερη επιφάνεια του υγρού, θα κινήσει τον όγκο ∆V κατά την κα-
τεύθυνσή της και εποµένως το υγρό δεν ισορροπεί. Η συνιστώσα wx είναι µηδέν και
το υγρό ισορροπεί µόνο όταν η ελεύθερη επιφάνειά του είναι οριζόντια.
Η ελεύθερη επιφάνεια του υγρού είναι οριζόντια και στην περίπτωση κατά την
οποία το δοχείο κινείται ευθύγραµµα οµαλά σε οριζόντιο επίπεδο.

�� Κίνηση δοχείου που περιέχει υγρό σε οριζόντιο επίπεδο
Ένα ανοικτό δοχείο που περιέχει ιδα-
νικό υγρό κινείται µε σταθερή επιτά-
χυνση α επάνω σε οριζόντιο επίπεδο
στη θετική κατεύθυνση του άξονα x΄x,
όπως φαίνεται στο σχήµα. 
Έστω η γωνία φ που σχηµατίζει η δι-
εύθυνση της ελεύθερης επιφάνειας του
υγρού µε την οριζόντια διεύθυνση. Μία
στοιχειώδης µάζα m της επιφάνειας
του υγρού δέχεται εκτός από το βάρος
της w και την αντίδραση N.
Στον άξονα x΄x έχουµε: ΣFx = mαx ή   Nηµφ = mα  (1)
Στον άξονα y΄y έχουµε: ΣFy = 0   ή   Nσυνφ = w   ή   Nσυνφ = mg (2)
∆ιαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (1) και (2), προκύπτει: 

Κεφάλαιο 12: Υγρά σε ισορροπία
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w

w
w
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Νηµφ     mα     α–––––– = ––– ή   εφφ = ––Νσυνφ   mg    g
Εάν η επιτάχυνση α είναι πολύ µεγάλη
σε σχέση µε την επιτάχυνση της βαρύ-
τητας, η ελεύθερη επιφάνεια του υγρού
τείνει να γίνει κατακόρυφη. 
•  Οµοίως αποδεικνύεται ότι, εάν το δο-

χείο κινείται µε επιβράδυνση α, η ελεύ-
θερη επιφάνεια του υγρού παίρνει τη
µορφή του σχήµατος και ισχύει επίσης

αεφφ = ––.g

�� Υδροστατική πίεση σε διάφορα σηµεία ενός υγρού

•  Η υδροστατική πίεση σε ένα σηµείο ενός υγρού που ισορροπεί δίνεται από τη
σχέση p = ρgh. Στη σχέση αυτή όλα τα φυσικά µεγέθη πρέπει να εκφράζονται µε
µονάδες µέτρησης στο ∆ιεθνές Σύστηµα Μονάδων, δηλαδή η υδροστατική πίεση
σε Pa (N/m2), η πυκνότητα του υγρού σε kg/m3, η επιτάχυνση της βαρύτητας σε
m/s2 και το βάθος σε m.

•  Όταν γνωρίζουµε την υδροστατική πίεση p σε ένα σηµείο του υγρού που βρί-
σκεται σε βάθος h, µπορούµε να βρούµε την υδροστατική πίεση p΄ σε άλλο ση-
µείο που γνωρίζουµε το βάθος του h΄ ή τη σχέση του βάθους του µε το βάθος
h. Για παράδειγµα, εάν h΄ = 3h, τότε p΄ = 3p.

•  Η υδροστατική πίεση είναι ανάλογη του βά-
θους h, όταν τα µεγέθη ρ και g είναι στα-
θερά, όπως φαίνεται και στο διάγραµµα του
σχήµατος. 
Η κλίση της ευθείας υπολογίζεται από τη
σχέση:

p   ρghεφθ = –– = –––– = ρg
h        h

∆ηλαδή, η κλίση της ευθείας εξαρτάται από την πυκνότητα ρ του υγρού. 

�� ∆ιαφορά πίεσης µεταξύ δύο σηµείων ενός υγρού που ισορροπεί
Έστω ανοικτό δοχείο στο οποίο ισορροπεί ένα υγρό. Στα σηµεία Α και Β του

Φυσική Γ΄ Λυκείου – Β΄ τόµος
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υγρού, που βρίσκονται σε βάθη hA και hB αντίστοιχα, οι
πιέσεις είναι:
pA = pat + ρghA και   pB = pat + ρghB

Η διαφορά πίεσης µεταξύ των δύο σηµείων είναι:
∆p = pB – pA

ή   ∆p = pat + ρghB – pat – ρghA

ή   ∆p = ρg(hB – hA)
ή    ∆p = ρg∆h

Η διαφορά της πίεσης ∆p είναι ανάλογη της
υψοµετρικής διαφοράς ∆h, όταν τα µεγέθη ρ
και g είναι σταθερά, όπως φαίνεται και στο διά-
γραµµα του σχήµατος. 

�� ∆ύναµη στον πυθµένα δοχείου
Έστω ένα δοχείο που περιέχει υγρό πυκνότητας ρ το οποίο
σχηµατίζει στήλη ύψους h. Ο πυθµένας του δοχείου, εµ-
βαδού A, δέχεται δύναµη από το υγρό. 

FΑπό τον ορισµό της πίεσης έχουµε: p = ––– (1)Α
Από τη σχέση (1) προκύπτει: F = pA   ή   F = patA + ρghA
Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι η δύναµη που
ασκείται στον πυθµένα ενός δοχείου δεν εξαρτάται από το
σχήµα του δοχείου και από τον όγκο του υγρού.

�� Υδροστατικό παράδοξο
Έστω τρία δοχεία (1), (2) και
(3) που έχουν πυθµένες ίσου
εµβαδού A και περιέχουν το
ίδιο ιδανικό υγρό πυκνότη-
τας ρ µέχρι του ίδιου ύψους
h. Οι δυνάµεις, λόγω της
υδροστατικής πίεσης, που
ασκούνται στους πυθµένες των τριών δοχείων είναι ίσες, όπως προκύπτει από
τη σχέση F = ρghA. Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του δοχείου (1) η δύναµη
αυτή είναι ίση µε το βάρος του υπερκείµενου υγρού, στην περίπτωση του δο-

hA hBΑ

B

h

F

(1) (2) (3)
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χείου (2) η δύναµη είναι µικρότερη και στην περίπτωση του δοχείου (3) η δύ-
ναµη είναι µεγαλύτερη. Αυτό ονοµάζεται υδροστατικό παράδοξο.

�� ∆ύναµη στο πλευρικό τοίχωµα δοχείου
Έστω ένα δοχείο που περιέχει υγρό πυ-
κνότητας ρ το οποίο σχηµατίζει στήλη
ύψους h. Σε µία στοιχειώδη επιφάνεια
του πλευρικού τοιχώµατος, που έχει
εµβαδόν ∆Α, ενεργεί κάθετη δύναµη
F1 = p1∆Α, όπου p1 είναι η υδροστατική
πίεση στο κέντρο της στοιχειώδους
επιφάνειας. Σε όλες τις στοιχειώδεις
επιφάνειες του πλευρικού τοιχώµατος
ενεργούν κάθετα οι δυνάµεις F1, F2, ...,
Fν που είναι παράλληλες µε την ίδια
φορά και το µέτρο τους διαρκώς αυξά-
νει, όσο κατεβαίνουµε µέσα στο υγρό.
Οι δυνάµεις αυτές έχουν συνισταµένη
F που είναι κάθετη στο τοίχωµα και το
σηµείο εφαρµογής της, που ονοµάζε-
ται κέντρο πίεσης, βρίσκεται σε από-

2hσταση ––– από την ελεύθερη επιφάνεια3
του υγρού. Εάν το πλευρικό τοίχωµα εί-
ναι κατακόρυφο, η συνισταµένη δύ-
ναµη F είναι οριζόντια (σχήµα α). Εάν
τοπλευρικότοίχωµαείναιπλάγιο, τότε,
ανάλογα µε την κλίση του σχετικά µε
το οριζόντιο επίπεδο, η συνισταµένη
δύναµη F έχει φορά προς τα πάνω
(σχήµα β) ή προς τα κάτω (σχήµα γ). 

�� Υδραυλικό πιεστήριο
Στην εικόνα φαίνεται ο τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί ένα υδραυλικό πιεστή-

Φυσική Γ΄ Λυκείου – Β΄ τόµος
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ριο. Όταν ασκήσουµε µία δύναµη
F1 στο έµβολο µε εµβαδόν A1, στο
υγρό του πιεστηρίου, εκτός από
την ατµοσφαιρική, ασκείται µία

F1επιπλέον πίεση ∆p1 = –––. Σύµφω-A1

να µε την αρχή του Pascal, το υγρό
ασκεί στο έµβολο (2) µε εµβαδόν

F2A2 δύναµη F2 και επιπλέον πίεση ∆p2 = –––, ίση µε τη ∆p1. Εποµένως: A2
F1 F2 A2∆p1 = ∆p2 ή   ––– = ––– ή     F2 = ––– F1A1 A2 A1

Η δύναµη F2 είναι τόσες φορές µεγαλύτερη από τη δύναµη F1 όσες φορές είναι
µεγαλύτερο το εµβαδόν του εµβόλου (2) από το εµβαδόν του εµβόλου (1).

A2Όπως προκύπτει από τη σχέση F2 = ––– F1, εάν µεταβάλουµε κατά το ίδιο ποσο-A1

στό τα εµβαδά των δύο εµβόλων (1) και (2) και ασκήσουµε την ίδια δύναµη F1 στο έµ-
βολο (1), δε θα µεταβληθεί το µέτρο της δύναµης F2 που ασκεί το υγρό στο έµβολο (2). 
Η διαφορά πίεσης λόγω του βάρους του υγρού που υπάρχει εξαιτίας της υψοµε-
τρικής διαφοράς των δύο εµβόλων κατά την ανύψωση ενός αντικειµένου θεω-
ρείται αµελητέα. 

�� Αρχή διατήρησης του έργου στο υδραυλικό πιεστήριο
Εάν το έµβολο (1) του πιεστηρίου µετατοπιστεί προς τα µέσα κατά s1, εκτοπίζεται
όγκοςυγρούV1=A1s1 καιτοέργοτηςδύναµηςF1 γι’αυτήτηµετατόπισηείναιWF1

=F1s1. 
Επειδή το υγρό είναι ασυµπίεστο, το έµβολο (2) µετατοπίζεται προς τα έξω κατά
s2, ώστε το υγρό που εκτοπίζεται από τον λεπτό σωλήνα να καταλάβει όγκο
V2 = A2s2. Εποµένως, κατά τη µετατόπιση του εµβόλου (2) ισχύει:

A1V1 = V2 ή   Α1s1 = A2s2 ή   s2 = ––– s1A2

Το έργο που παράγεται από τη δύναµη F2 είναι: 
A1WF2

= F2s2 ή   WF2
= F2 ––– s1 (1)A2

A2Γνωρίζουµε ότι οι δυνάµεις F1 και F2 συνδέονται µε τη σχέση: F2 = F1 ––– (2)A1

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: 

Κεφάλαιο 12: Υγρά σε ισορροπία
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A2 A1WF2
= F1 ––– ––– s1 ή WF2

= F1s1 ή WF2
= WF1A1 A2

Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε, εάν εφαρµόσουµε την αρχή διατήρησης της
ενέργειας.

�� Ισορροπία υγρών που δεν αναµειγνύονται
Μέσα στο δοχείο του σχήµατος υπάρχουν τρία υγρά που
δεν αναµειγνύονται, υδράργυρος, νερό και λάδι. Όταν τα
υγρά ισορροπούν, σχηµατίζουν διαδοχικά στρώµατα
κατά τη σειρά της πυκνότητάς τους, µε το πυκνότερο υγρό
να βρίσκεται στο κατώτερο τµήµα του δοχείου. Οι επιφά-
νειες διαχωρισµού του ενός υγρού από το άλλο είναι ορι-
ζόντια επίπεδα, επειδή σε κάθε επιφάνεια διαχωρισµού η πίεση είναι σταθερή.

�� Συγκοινωνούντα δοχεία µε ένα υγρό
Όταν γεµίζουµε µε ένα υγρό µία σειρά δο-
χείων διαφορετικού σχήµατος τα οποία
συγκοινωνούν µέσω ενός σωλήνα, παρα-
τηρούµε ότι σε όλα τα δοχεία η ελεύθερη
επιφάνεια του υγρού βρίσκεται στο ίδιο
οριζόντιο επίπεδο, όπως φαίνεται στο
σχήµα. Αυτό εξηγείται ως εξής:
Το υγρό που βρίσκεται στον κοινό οριζό-
ντιο σωλήνα ισορροπεί. Για να συµβαίνει αυτό, πρέπει σε όλα τα σηµεία του να
επικρατεί η ίδια πίεση. Αν σε κάποιο σηµείο η πίεση ήταν διαφορετική, τότε θα
ασκούνταν επιπλέον δύναµη η οποία θα προκαλούσε την κίνηση του υγρού. Άρα:
p1 = p2 = p3 = p4 = p5 ή
pat + ρgh1 = pat + ρgh2 = pat + ρgh3 = pat + ρgh4 = pat + ρgh5 ή h1 = h2 = h3 = h4 = h5

�� Συγκοινωνούντα δοχεία µε διαφορετικά υγρά
Το δοχείο του σχήµατος µπορεί να θεωρηθεί ως δύο συγκοι-
νωνούντα δοχεία. Έστω ότι στα δύο δοχεία ισορροπούν δύο
διαφορετικά υγρά που δεν αναµειγνύονται, π.χ. νερό και λάδι
που έχουν πυκνότητες ρν και ρλ αντίστοιχα. Παρατηρούµε
ότι οι ελεύθερες επιφάνειες των δύο υγρών δε βρίσκονται
στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. Αυτό εξηγείται ως εξής:

Φυσική Γ΄ Λυκείου – Β΄ τόµος
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Θεωρούµε το οριζόντιο επίπεδο που είναι προέκταση της επιφάνειας διαχωρι-
σµού των δύο υγρών. Εφόσον τα υγρά ισορροπούν, στα σηµεία Α και Β οι πιέ-
σεις είναι ίσες:

hλ ρνpA = pB ή   pat + ρλghλ = pat + ρνghν ή   ––– = –––hν ρλ

∆ηλαδή, τα ύψη των δύο υγρών πάνω από την επιφάνεια διαχωρισµού είναι αντι-
στρόφως ανάλογα µε τις πυκνότητές τους.

BAΣΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
12.1) To κιβώτιο του σχήµατος έχει βάρος w = 210N.
Να υπολογιστεί η πίεση που ασκεί το κιβώτιο στο
έδαφος, όταν στο έδαφος ακουµπά η έδρα µε δια-
στάσεις:
α) 2m και 1m,     β) 1m και 3,5m,     γ) 2m και 3,5m.

Απάντηση
H πίεση που προκαλεί µία δύναµη FK που ασκείται 

FKκάθετα σε µία επιφάνεια εµβαδού Α υπολογίζεται από τη σχέση p = –––.Α
Η κάθετη δύναµη που ασκείται στο έδαφος και στις τρεις περιπτώσεις είναι ίση
µε το βάρος του κιβωτίου.

α) Υπολογισµός της πίεσης p1

Όταν στο έδαφος ακουµπά η έδρα µε διαστάσεις
2m και 1m, το εµβαδόν της επιφάνειας που βρίσκεται
σε επαφή µε το έδαφος είναι:
Α1 = 1m · 2m = 2m2

FK wΗ πίεση είναι: p1 = ––– = ––– = 105 N/m2
A1 A1

β) Υπολογισµός της πίεσης p2

Όταν στο έδαφος ακουµπά η έδρα µε διαστάσεις 1m
και 3,5m, το εµβαδόν της επιφάνειας που βρίσκεται σε
επαφή µε το έδαφος είναι: Α2 = 1m · 3,5m = 3,5m2

FK w Η πίεση είναι: p2 = ––– = ––– = 60 N/m2
A2 A2

Κεφάλαιο 12: Υγρά σε ισορροπία
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12.100) Το κλειστό δοχείο του σχήµατος
έχει ύψος h = 2m και είναι γεµάτο µε νερό
πυκνότητας ρ = 103kg/m3 που ισορροπεί.

α) Να υπολογιστεί η υδροστατική πίεση
που µετρά το µανόµετρο σε βάθος h1 = 1m
και στον πυθµένα του δοχείου. 
β) Να υπολογιστεί η µεταβολή της υδρο-
στατικής πίεσης που µετρά το µανόµετρο
σε βάθος h2 = 1,4m, όταν στο έµβολο, που
έχει εµβαδόν A = 10–2m2, ασκηθεί σταθερή
κάθετη δύναµη µε φορά προς το νερό και
µέτρο F = 100N.
γ) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα στο
οποίο φαίνεται πώς µεταβάλλεται η πίεση
στον πυθµένα του δοχείου σε συνάρτηση
µε τη δύναµη που ασκείται στο έµβολο, εάν
η δύναµη αυτή έχει µέτρο F = 10t (SI) και
ασκείται για χρονικό διάστηµα ∆t = 10s.

12.101) Η εγκάρσια διατοµή ενός ανοικτού
δοχείου είναι το τετράγωνο του σχήµατος.
Το δοχείο έχει ύψος h = 8m και είναι γε-
µάτο µε νερό πυκνότητας ρ = 103kg/m3

που ισορροπεί. Τα σηµεία Α, Β και Γ βρί-
σκονται στην ίδια κατακόρυφη που διέρχε-
ται από το κέντρο του τετραγώνου και το

σηµείο Γ είναι στον
πυθµένα του δοχείου.
Γνωρίζου µε ότι η
ατµοσφαιρική πίεση
είναι pat = 105Pa και
ότι οι πιέσεις στα ση-
µεία Α, Β και Γ συν-
δέονται µε τις σχέσεις: 
pA 11 pA 11––– = ––– και ––– = –––. Να υπολογιστούν:
pB 17         pΓ 18
α) το βάθος hA του σηµείου Α από την επι-
φάνεια του νερού,
β) η απόσταση ΑΒ,
γ) η απόσταση d από το άνω αριστερό άκρο
του δοχείου ενός σηµείου ∆ που βρίσκεται
στην ίδια κατακόρυφη µε τα σηµεία Α, Β
και Γ και στο οποίο η υδροστατική πίεση
είναι p∆ = 1,3 · 105Pa.

12.102)Μίαποσότητανερού, ύψουςh = 10m,
ισορροπεί µέσα σε ανοικτό δοχείο. Στο διά-
γραµµα του σχήµατος φαίνεται πώς µετα-
βάλλεται η πίεση στα σηµεία του νερού σε
συνάρτηση µε την απόστασή τους από τον
πυθµένα του δοχείου. 
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α) Να υπολογιστεί η ατµοσφαιρική πίεση
και η πυκνότητα του νερού.
β) Να υπολογιστεί η πίεση σε ένα σηµείο
Aτου νερού που απέχει απόσταση xA = 2m
από τον πυθµένα του δοχείου.
γ) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα στο
οποίο φαίνεται πώς µεταβάλλεται η υδρο-
στατική πίεση στα σηµεία του νερού σε συ-
νάρτηση µε την απόστασή τους από τον
πυθµένα.

12.103) Η εγκάρ-
σια διατοµή ενός
ανοικτού δοχείου
είναι το παραλ-
ληλόγραµµο του
σχήµατος. Το δο-
χείο περιέχει µέ-
χρι ύψους 3d
υγρό πυκνότητας
ρ που ισορροπεί.
Το σηµείο Α της
επιφάνειας του υγρού και τα σηµεία Β
και Γ των τοιχωµάτων του δοχείου σχη-
µατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο. Θεωρού-
νται γνωστά η πυκνότητα ρ του υγρού, η
επιτάχυνση της βαρύτητας g, το πλάτος d
του δοχείου και η ατµοσφαιρική πίεση pat

στην επιφάνεια του υγρού. Να υπολογι-
στούν:
α) η υδροστατική πίεση στο σηµείο ∆, εάν
Α∆ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ,
β) η υδροστατική πίεση στο µέσο Ζ της
πλευράς ΑΓ,
γ) η πίεση σε ένα σηµείο Θ του πυθµένα
του δοχείου.

12.104)Α. Τα έµβολα του υδραυλικού ανυ-
ψωτήρα του σχήµατος είναι κυλινδρικά και
έχουν ακτίνες r1 = 4cm και r2 = 24cm. Τη
χρονική στιγµή t0 = 0s τοποθετούµε πάνω
στο µικρό έµβολο ένα σώµα Σ1, µάζας
m1 = 20kg, το οποίο είναι ενωµένο στο
ελεύθερο άκρο ενός κατακόρυφου ιδανι-
κού ελατηρίου σταθεράς k = 400N/m που
βρίσκεται στο φυσικό του µήκος και ταυ-
τόχρονα τοποθετούµε στο µεγάλο έµβολο
σώµα Σ2, µάζας m2 = 200kg.

α1) Να υπολογιστεί η επιπλέον δύναµη που
δέχεται το µεγάλο έµβολο από το υγρό τη
χρονική στιγ µή t0 = 0s.
α2) Να αποδειχθεί ότι το σώµα Σ2 αρχίζει
να κινείται προς τα πάνω και να υπολογι-
στεί η επιτάχυνσή του τη χρονική στιγµή
t0 = 0s.
Β. Εάν τη χρονική στιγµή t0 = 0s το ελατή-
ριο έχει επιµηκυνθεί κατά x = 0,1m, να
υπολογιστεί η επιπλέον δύναµη που δέχε-
ται το µεγάλο έµβολο. 
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12.105) Ένα ανοικτό δοχείο είναι γεµάτο
µε νερό πυκνότητας ρ = 103kg/m3 που
ισορροπεί. ∆ύο σηµεία Α και Β βρίσκονται
σε βάθη hA και hB αντίστοιχα, όπως φαίνε-
ται στο σχήµα. Τη χρονική στιγµή t0 = 0s
από το σηµείο Γ, που βρίσκεται εκτός του
δοχείου και στο οριζόντιο επίπεδο που διέρ-
χεται από την επιφάνεια του υγρού, αφή-
νουµεέναµικρόσώµαπουεκτελεί ελεύθερη
πτώση. Το σώµα διέρχεται από τα σηµείαΑ΄
και Β΄, τα οποία βρίσκονται στα οριζόντια
επίπεδα που διέρχονται από τα σηµείαΑκαι
Β αντίστοιχα, τις χρονικές στιγµές t1 = 0,1s
και t2 = 0,2s. Να υπολογιστούν:

α) τα βάθη hA και hB στα οποία βρίσκονται
τα σηµεία Α και Β αντίστοιχα,
β) οι υδροστατικές πιέσεις pυδρΑ

και pυδρΒ

στα σηµεία Α και Β αντίστοιχα,
γ) οι πιέσεις pA και pB στα σηµεία Α και Β,
δ) η υδροστατική πίεση στο µέσο∆της υψο-
µετρικής απόστασης των σηµείων Α και Β.
∆ίνεται η ατµοσφαιρική πίεση pat = 105Pa.

12.106) Στο ανοι-
κτό δοχείο του σχή-
µατος περιέχεται
νερό πυκνότητας
ρ = 103kg/m3 που
ισορροπεί. Στα ση-

µεία Α και Β, που βρίσκονται σε βάθη hA

και hB αντίστοιχα, οι υδροστατικές πιέσεις
συνδέονται µε τις σχέσεις pυδρΑ

+ pυδρB
= 2pat

pυδρΑ 1και ––––– = –––. Η ατµοσφαιρική πίεση εί-
pυδρB

2
ναι pat = 105Pa. Να υπολογιστούν:

hAα) ο λόγος –––, 
hΒ

β) οι υδροστατικές πιέσεις pυδρΑ
και pυδρΒ

,
γ) οι πιέσεις pA και pB στα σηµεία Α και Β
αντίστοιχα.

12.107) Στον σω-
λήνα του σχήµα-
τος αρχικά περιέχε-
ται νερό πυκνότη-
τας ρν = 103kg/m3.
Ρίχνουµε στο σκέ-
λος (1) του σωλήνα
λάδι πυκνότητας
ρλ = 0,72 · 103kg/m3

και στο σκέλος (2) του σωλήνα πετρέλαιο
πυκνότητας ρπ = 0,8 · 103kg/m3. Όταν τα
υγρά ισορροπήσουν, οι ελεύθερες επιφά-
νειες του λαδιού και του πετρελαίου είναι
στο ίδιο ύψος, ενώ το νερό παρουσιάζει
υψοµετρική διαφορά h = 0,1m στα δύο
σκέλη του σωλήνα. Η ατµοσφαιρική πίεση
είναι pat = 105Pa. Να υπολογιστούν:
α) το ύψος της στήλης του λαδιού και το
ύψος της στήλης του πετρελαίου,
β) οι πιέσεις στις διαχωριστικές επιφάνειες
µεταξύ λαδιού και νερού και µεταξύ πετρε-
λαίου και νερού.

12.108) Σε ισοδιαµετρικό σωλήνα σχήµα-
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τος U διατοµής Α
τοποθετούµε νερό
πυ κνότητας ρ, ώστε
να σχηµατιστεί στή-
λη συνολικού µή-
κους � = 0,8m. Στο
ένα σκέλος του σω-
λήνα µετατοπίζουµε
λίγο προς τα κάτω το νερό από τη θέση
ισορροπίας και τη χρονική στιγµή t0 = 0s
το αφήνουµε ελεύθερο να κινηθεί.
α) Να αποδειχθεί ότι το νερό εκτελεί απλή
αρµονική ταλάντωση.
β) Να υπολογιστεί η περίοδος και η συχνό-
τητα της ταλάντωσης.
γ) Να προσδιοριστεί η χρονική στιγµή που
το νερό στο αριστερό σκέλος διέρχεται για
τρίτη φορά από τη θέση ισορροπίας της τα-
λάντωσης.

12.109) Στον σω-
λήνα του σχήµατος
περιέχεται υδράρ-
γυρος. Ρίχνουµε
στο σκέλος (1)
υγρό Α που σχηµα-
τίζει στήλη ύψους
h1 = 10cm και πάνω
από αυτό νερό που σχηµατίζει στήλη
ύψους h2 = 20cm. Στο σκέλος (2) του σω-
λήνα ρίχνουµε νερό που σχηµατίζει στήλη
ύψους h3 = 12cm και πάνω από αυτό πε-
τρέλαιο που σχηµατίζει στήλη ύψους
h4 = 10cm. Τα υγρά δεν αναµειγνύονται
µεταξύ τους. Γνωρίζουµε τις πυκνότητες
του υδραργύρου, του νερού, του υγρού Α

και του πετρελαίου ρυ = 13,6 · 103kg/m3,
ρν = 103kg/m3, ρΑ = 1,84 · 103kg/m3 και
ρπ = 0,8 · 103kg/m3 αντίστοιχα. Αφού ισορ-
ροπήσει το σύστη µα, να υπολογιστούν:
α) η υψοµετρική διαφορά του υδραργύρου
στα δύο σκέλη του σωλήνα, 
β) η διαφορά πίεσης σε δύο σηµεία που
βρίσκονται το ένα στη διαχωριστική επι-
φάνεια µεταξύ νερού και υγρού Α και το
άλλο στη διαχωριστική επιφάνεια µεταξύ
νερού και πετρελαίου.

12.110) ∆ύο όµοια δοχεία περιέχουν νερό
και συγκοινωνούν µέσω ενός σωλήνα αµε-
λητέας χωρητικότητας, όπως φαίνεται στο
σχήµα. Στο ένα δοχείο ρίχνουµε πετρέλαιο
που σχηµατίζει στήλη hπ = 0,8m και πάνω
από το πετρέλαιο λάδι που σχηµατίζει
στήλη ύψους hλ = 0,5m. Γνωρίζουµε τις πυ-
κνότητες του νερού, του λαδιού και του πε-
τρελαίου ρν = 103kg/m3, ρλ = 0,72 · 103kg/m3

και ρπ = 0,8 · 103kg/m3 αντίστοιχα και ότι
η ατµοσφαιρική πίεση είναι pat = 105Pa. Να
υπολογιστούν:

α) η υψοµετρική διαφορά µεταξύ της δια-
χωριστικής επιφάνειας νερού – πετρελαίου
και της ελεύθερης επιφάνειας του νερού,
β) οι πιέσεις στη διαχωριστική επιφάνεια
νερού – πετρελαίου και στη διαχωριστική
επιφάνεια πετρελαίου – λαδιού.
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12.111) ∆ύο κυλινδρικά δοχεία (1) και (2)
έχουν διατοµές Α1 = 40cm2 και Α2 = 10cm2

αντίστοιχα και συγκοινωνούν µεταξύ τους
µε σωλήνα ασήµαντης χωρητικότητας,
όπως φαίνεται στο σχήµα. Οι πυθµένες των
δύο δοχείων βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο
επίπεδο. Ρίχνουµε στο δοχείο (1) νερό
όγκου Vν = 2 · 10–3m3 και λάδι όγκου Vλ. Οι
ελεύθερες επιφάνειες του νερού και του λα-
διού έχουν υψοµετρική διαφορά h = 10cm.
Γνωρίζουµετιςπυκνότητεςτουνερούκαιτου
λαδιού ρν = 103kg/m3 και ρλ = 0,72 · 103kg/m3

αντίστοιχα και ότι η ατµοσφαιρική πίεση
είναι pat = 105Pa. Να υπολογιστούν:

α) ο όγκος Vλ του λαδιού,
β) το ύψος της στήλης του νερού σε κάθε
δοχείο,
γ) η πίεση στη διαχωριστική επιφάνεια νε-
ρού – λαδιού.

12.112) ∆ύο κυλινδρικά δοχεία (1) και (2)
έχουν διατοµές Α1 = Α2 = Α = 10–3m2 και
ίδιο ύψος h = 0,95m και συγκοινωνούν µε-
ταξύ τους µε τον µεγάλου µήκους σωλήνα
ΒΓ∆Ζ διατοµής Α3 = 10–4m2, όπως φαίνε-
ται στο σχήµα. Οι πυθµένες των δύο δο-
χείων βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επί-

πεδο. Τα δοχεία (1) και (2) είναι άδεια, ενώ
ο σωλήνας ΒΓ∆Ζ είναι γεµάτος µε νερό.
Ρίχνουµε στο δοχείο (1) λάδι µέχρι να
γεµίσει. Γνωρίζουµε τις πυκνότητες του
νερού και του λαδιού ρν = 103kg/m3 και
ρλ = 0,72 · 103kg/m3 αντίστοιχα και ότι η
ατµοσφαιρική πίεση είναι pat = 105Pa. Να
υπολογιστούν:

α) πόσο θα κατέβει το νερό στον σωλήνα
ΒΓ και πόσο θα ανέβει στο δοχείο (2),
β) η πίεση στον πυθµένα κάθε δοχείου.

12.113) ∆ύο κυλινδρικά δοχεία (1) και (2)
έχουν διατοµές A1 = 80cm2 και A2 = 40cm2

αντίστοιχα και συγκοινωνούν µεταξύ τους
µε σωλήνα ασήµαντης χωρητικότητας ο
οποίος έχει στρόφιγγα, όπως φαίνεται στο
σχήµα. Οι πυθµένες των δύο δοχείων βρί-
σκονται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. 

Α. Αρχικά η στρόφιγγα είναι κλειστή. Ρί-
χνουµε στο δοχείο (1) νερό που σχηµατί-

A1

(1) (2)

A2
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ζει στήλη ύψους hν = 40cm και πάνω από
αυτό λάδι που σχηµατίζει στήλη ύψους
hλ = 20cm. Στο δοχείο (2) ρίχνουµε υδράρ-
γυροπουσχηµατίζειστήληύψουςhυ = 40cm.
Γνωρίζουµετιςπυκνότητεςτουυδραργύρου,
τουνερούκαιτουλαδιούρυ=13,6 · 103kg/m3,
ρν = 103kg/m3 και ρλ = 0,72 · 103kg/m3 αντί-
στοιχα και ότι η ατµοσφαιρική πίεση είναι
pat = 105Pa. Να υπολογιστούν:
α1) η πίεση στη διαχωριστική επιφάνεια µε-
ταξύ λαδιού και νερού,
α2) η πίεση στον πυθµένα κάθε δοχείου.
Β. Κάποια χρονική στιγµή ανοίγουµε τη
στρόφιγγα.
β1) Να εξηγηθεί ποιο υγρό θα µετακινηθεί
και σε ποιο δοχείο.
β2) Να υπολογιστεί το ύψος του υδραργύ-
ρου σε κάθε δοχείο.

12.114) Το δοχείο του σχήµατος είναι γε-
µάτο µε νερό πυκνότητας ρ = 103kg/m3

που ισορροπεί. Τα σηµεία Β και Γ του υγρού
βρίσκονται σε βάθη hB και hΓ αντίστοιχα.
∆ίπλα στο δοχείο υπάρχει κατακόρυφο ιδα-
νικό ελατήριο σταθεράς k = 400N/m, το ένα
άκρο του οποίου είναι στερεωµένο σε στα-
θερό σηµείο Ο και το ελεύθερο άκρο του
βρίσκεται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο µε την
ελεύθερη επιφάνεια του νερού. Στο ελεύ-
θερο άκρο του ελατηρίου δένουµε σώµα
µάζας m = 9kg και τη χρονική στιγµή t0 =
0s το αφήνουµε ελεύθερο να εκτελέσει
απλή αρµονική ταλάντωση. Όταν το σώµα
διέρχεται από τις θέσεις Β΄ και Γ΄, που βρί-
σκονται στα ίδια οριζόντια επίπεδα µε τα
σηµεία Β και Γ αντίστοιχα, η κινητική ενέρ-

γεια του σώµατος και η δυναµική ενέργεια
της ταλάντωσης συνδέονται µε τις σχέσεις
ΚΒ΄ ΚΓ΄ 1
––– = 1 και ––– = –––.  ∆ίνονται η ατµο-
UΒ΄ UΓ΄ 3
σφαιρική πίεση pat = 105Pa, √ 2 = 1,41 και

√ 3 = 1,73.

α) Να γραφτεί η εξίσωση της αποµάκρυν-
σης του σώµατος σε συνάρτηση µε τον
χρόνο. 
β) Να υπολογιστούν τα µέτρα της επιτά-
χυνσης του σώµατος στις θέσεις Β΄ και Γ΄.
γ) Να βρεθούν οι πιέσεις στα σηµεία Β
και Γ.
δ) Να υπολογιστεί η υδροστατική πίεση
στο σηµείο Κ, που βρίσκεται στο ίδιο ορι-
ζόντιο επίπεδο µε το σηµείο Κ΄, στο οποίο
το µέτρο της δύναµης του ελατηρίου είναι
ίσο µε το µέτρο της δύναµης επαναφοράς
(|Fελ| = |Fεπ|).

12.115) Ένα δοχείο ύψους h = 1m είναι
γεµάτο µε νερό πυκνότητας ρ = 103kg/m3

που ισορροπεί. ∆ίπλα στο δοχείο υπάρχει
κατακόρυφο ιδανικό ελατήριο σταθεράς
k = 200N/m, το ένα άκρο του οποίου είναι
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στερεωµένο σε σταθερό σηµείο Ο. Όταν το
ελατήριο βρίσκεται στο φυσικό του µήκος,
το ελεύθερο άκρο του είναι στο ίδιο οριζό-
ντιο επίπεδο µε τον πυθµένα του δοχείου.
Στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου δένουµε
σώµα Σ1, µάζας m1 = 1kg, πάνω στο οποίο
είναι κολληµένο σώµα Σ2, µάζας m2 = 1kg.
Το σύστηµα των δύο σωµάτων ισορροπεί.
Εκτρέπουµε το σύστηµα των σωµάτων κα -
τά d = 0,4m στη θετική φορά και τη χρο-
νική στιγµή t0 = 0s το αφήνουµε ελεύθερο
να εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση.
∆ίνεται η ατµοσφαιρική πίεση pat = 105Pa. 

α) Να γραφτεί η εξίσωση της αποµάκρυν-
σης του συστήµατος των σωµάτων σε συ-
νάρτηση µε τον χρόνο. 
β) ΝαυπολογιστείηπίεσηστοσηµείοΒ,που
βρίσκεται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο µε το

Ασηµείο Β΄, για το οποίο ισχύει xB΄ = – –––.
2

γ) Να υπολογιστεί η υδροστατική πίεση
στο σηµείο Γ, που βρίσκεται στο ίδιο ορι-

ζόντιο επίπεδο µε το σηµείο Γ΄, στο οποίο
ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέρ-
γειας του σώµατος µηδενίζεται για δεύτερη
φορά µετά τη χρονική στιγµή t0 = 0s.
δ) Να υπολογιστεί η υδροστατική πίεση
στο σηµείο ∆, που βρίσκεται στο ίδιο ορι-
ζόντιο επίπεδο µε το σηµείο ∆΄, από το
οποίο όταν διέρχεται το σύστηµα των δύο
σωµάτων η δύναµη επαφής που δέχεται το
σώµα Σ2 έχει αλγεβρική τιµή Fεπ = –40Ν.

12.116) Τα εµβαδά Α1 και Α2 των εµβόλων
στον υδραυλικό ανυψωτήρα του σχήµατος
συνδέονται µε τη σχέση Α2 = 4Α1. Κάθε-
τα στην επιφάνεια του µικρού εµβόλου
ασκούµεσταθερήδύναµηµέτρουF1 = 200Ν,
που προκαλεί µετατόπιση του µικρού εµ-
βόλου κατά s1 = 20cmσε χρονικό διάστηµα
∆t = 2s. Να υπολογιστούν: 

α) η µετατόπιση s2 του µεγάλου εµβόλου
στο ίδιο χρονικό διάστηµα ∆t = 2s, 
β) η δύναµη F2 που ασκείται στο µεγάλο
έµβολο,
γ) η µέση ταχύτητα µετατόπισης των δύο
εµβόλων, 
δ) η µέση ισχύς της δύναµης F1 καθώς και
της δύναµης F2.
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12.117) Ένα δοχείο
µε κατακόρυφα τοι-
χώµατα έχει ύψος h
καιπεριέχεινερόµέ-

hχρι ύψους ––. Ο πυθ-
2

µένας του δοχείου
µπορεί να µετακι-
νείται κατακόρυφα
κα τά µήκος των τοιχωµάτων του χωρίς τρι-
βές. Το βάρος του πυθµένα του δοχείου θε-
ωρείται αµελητέο. Αρχίζουµε να µετακι-
νούµε µε σταθερή ταχύτητα τον πυθµένα,
ασκώντας σ’ αυτόν σταθερή κατακόρυφη
δύναµη F µε φορά προς τα πάνω. Να υπο-
λογιστεί το έργο της εξωτερικής δύναµης
που ασκείται στον πυθµένα µέχρι να χυθεί:
α) το µισό νερό, 
β) ολόκληρη η ποσότητα του νερού.

12.118) Στη βάση ενός ανελκυστήρα βρί-
σκεται κυλινδρικό δοχείο µε εµβαδόν πυθ-
µέναA = 10–2m2, όπως φαίνεται στο σχήµα.
Το δοχείο περιέχει µέχρι ύψους h = 2m νερό
πυκνότητας ρ = 103kg/m3. Ο ανελκυστή-
ρας αρχίζει να ανέρχεται µε σταθερή επιτά-
χυνση µέτρου α. Η υδροστατικήπίεση στον
πυθµένα του δοχείου είναι p = 4 · 104Pa.
Η πίεση του αέρα στο εσωτερικό του ανελ-

κυστήρα και η µάζα του δοχείου θεωρού-
νται αµελητέες.
α) Να υπολογιστεί το µέτρο της δύναµης
που δέχεται ο ανελκυστήρας από το νερό.
β) Να βρεθεί το µέτρο της επιτάχυνσης του
ανελκυστήρα.
γ) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα στο
οποίο φαίνεται πώς µεταβάλλεται η υδρο-
στατική πίεση στον πυθµένα του δοχείου
σε συνάρτηση µε την επιτάχυνση του ανελ-
κυστήρα για τιµές από 0 έως α΄ = 2α.

12.119) Στη βάση ενός ανελκυστήρα βρί-
σκεται κυλινδρικό δοχείο που έχει εµβα-
δόν πυθµένα A = 2 · 10–2m2 και περιέχει µέ-
χρι ύψους h = 1m υδράργυρο πυκνότητας
ρ = 13,6 · 103kg/m3, όπως φαίνεται στο
σχήµα. Τη χρονική στιγµή t0 = 0s ο ανελ-
κυστήρας βρίσκεται στη θέση x0 = 0m και
αρχίζει να κινείται κατακόρυφα προς τα κά -

xτω µε επιτάχυνση µέτρου α = ––– SI. Θεω -
2

ρούµε ότι η µάζα του δοχείου και η πίεση
του αέρα στο εσωτερικό του ανελκυστήρα
είναι αµελητέες.

α) Να υπολογιστεί η δύναµη που δέχεται ο
πυθµένας του δοχείου, όταν ο ανελκυστή-
ρας βρίσκεται στη θέση x1 = 2m.
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β) Να υπολογιστεί η υδροστατική πίεση
στον πυθµένα του δοχείου, όταν ο ανελκυ-
στήρας βρίσκεται στη θέση x1 = 2m.
γ) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα στο
οποίο φαίνεται πώς µεταβάλλεται η υδρο-
στατική πίεση στον πυθµένα του δοχείου
σε συνάρτηση µε τη θέση του ανελκυστήρα
για τιµές από x0 = 0m έως x2 = 10m. 

12.120) ∆ύο δοχεία (1) και (2) περιέχουν
νερό και κινούνται επάνω σε οριζόντιο επί-
πεδο σε αντίθετες κατευθύνσεις µε επιτα-

10 √ 3
χύνσεις σταθερών µέτρων α1 = ––––––m/s2

3
και α2 αντίστοιχα, όπως φαίνεται στο σχή -
µα. Οι διευθύνσεις των ελεύθερων επιφα-
νειών του νερού στα δύο δοχεία σχηµατί-
ζουν γωνία φ = 90ο. Θεωρούµε ότι τα κα-
τώτερα σηµεία των ελεύθερων επιφα-
νειών του νερού στα δύο δοχεία βρίσκο-
νται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο. Να υπο-
λογιστούν:

α) η γωνία θ1 που σχηµατίζει η ελεύθερη
επιφάνεια του νερού στο δοχείο (1) µε το
οριζόντιο επίπεδο,
β) το µέτρο α2 της επιτάχυνσης του δοχείου
(2).

12.121) Η πειραµατική διάταξη του σχή-
µατος ονοµάζεται µανοµετρική κάψα. Απο-
τελείται από ένα µικρό δοχείο (κάψα), του
οποίου η ανώτερη επιφάνεια κλείνεται µε
ελαστικήµεµβράνηεµβαδούΑ = 16 · 10–4m2.
Η κάψα συγκοινωνεί µε γυάλινο σωλήνα
σχήµατος U που περιέχει νερό πυκνότητας
ρ = 103kg/m3. Αρχικά η στάθµη του νερού
βρίσκεται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο στα
δύο σκέλη του σωλήνα. Τοποθετούµε επά-
νω στην ελαστική µεµβράνη σώµα µάζας
m1 = 160g. 

α) Να υπολογιστεί η πίεση που ασκείται
στην ελαστική µεµβράνη λόγω του βάρους
του σώµατος.
β) Να υπολογιστεί η υψοµετρική διαφορά
της στάθµης του νερού στα δύο σκέλη του
σωλήνα.
γ) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα στο
οποίο φαίνεται πώς µεταβάλλεται η δια-
φορά της στάθµης του νερού στα δύο
σκέλη του σωλήνα σε συνάρτηση µε τη
µάζα του σώµατος που τοποθετείται στη
µεµβράνη για τιµές από m0 = 0kg έως
m = 4m1. 
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12.122) ∆ύο δοχεία Α και Β έχουν διατο-
µές εµβαδών A1 = 80cm2 και A2 = 20cm2

αντίστοιχα και συγκοινωνούν µεταξύ τους
µε σωλήνα αµελητέας χωρητικότητας. Οι
πυθµένες των δύο δοχείων βρίσκονται
στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο, όπως φαίνεται
στο σχήµα. Στο δοχείο Α ρίχνουµε υδράρ-
γυρο όγκου V = 2.000cm3. ∆ίνονται οι πυ-
κνότητες του υδραργύρου και του νερού
ρυ = 13,6 · 103kg/m3 και ρν = 103kg/m3 αντί-
στοιχακαιηατµοσφαιρικήπίεσηpat = 105Pa.
Να υπολογιστούν:

α) το ύψος της στήλης του υδραργύρου σε
κάθε δοχείο, όταν ισορροπεί το σύστηµα,
β) η ποσότητα του νερού που πρέπει να
προστεθεί στο δεύτερο δοχείο Β, ώστε οι
στάθµες των υγρών στα δύο δοχεία να
έχουν υψοµετρική διαφορά ∆h = 50,4cm,
γ) η πίεση που ασκείται στον πυθµένα του
δοχείου Α.

12.123) Το δοχείο του σχήµατος είναι γε-
µάτο µε ιδανικό υγρό και κλείνεται ερµη-
τικά µε δύο έµβολα (1) και (2) εµβαδών
A1 = 10cm2 και A2 = 20cm2 αντίστοιχα. Κά-
θετα στην επιφάνεια του εµβόλου (1) ασκεί-
ται σταθερή δύναµη F1 = 200N και τα έµ-
βολα (1) και (2) µετατοπίζονται κατά �1 και

�2 = 8cm αντίστοιχα. Να υπολογιστούν: 

α) η µετατόπιση �1 του εµβόλου (1),
β) η δύναµη F2 που δέχεται το έµβολο (2),
γ) τα έργα WF1

και WF2
των δυνάµεων F1

και F2 αντίστοιχα,
δ) το µέτρο της σταθερής δύναµης F2́

που πρέπει να ασκηθεί στο έµβολο (2),
ώστε να κινείται µε σταθερή επιτάχυνση
α2 = 2m/s2, εάν η µάζα του είναι m2 = 5kg.

12.124) Ένα δοχείο περιέχει νερό. Τη χρο-
νική στιγµή t0 = 0s το δοχείο αρχίζει να κι-
νείται µε ταχύτητα µέτρου υ0 = 10m/s επά -
νω σε οριζόντιο επίπεδο. Ο συντελεστής
τριβής ολίσθησης µεταξύ του δοχείου και
του επιπέδου είναι µ. Η ελεύθερη επιφά-
νεια του νερού σχηµατίζει µε το οριζόντιο
επίπεδο γωνία φ = 30ο. Να υπολογιστούν:

α) το µέτρο της επιβράδυνσης του δοχείου,
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β) ο συντελεστής τριβής ολίσθησης,
γ) η χρονική στιγµή κατά την οποία στα-
µατά το δοχείο,
δ) το διάστηµα που θα διανύσει το δοχείο
µέχρι να σταµατήσει.

12.125) Μία δεξαµενή περιέχει µέχρι ύψους
h = 10m νερό πυκνότητας ρ =103kg/m3.
Στον πυθµένα της δεξαµενής βρίσκεται
οριζόντιο ιδανικό ελατήριο σταθεράς k,
το ένα άκρο του οποίου είναι στερεωµέ-
νο σε σταθερό σηµείο και στο ελεύθερο
άκρο του είναι δεµένο σώµα αµελητέου
ύψους, εµβαδού βάσης A = 1m2 και µάζας
m = 1.000kg, όπως φαίνεται στο σχήµα. Ο
συντελεστής οριακής στατικής τριβής µε-
ταξύ του σώµατος και του πυθµένα της δε-
ξαµενής είναι µ = 0,01. Η ατµοσφαιρική
πίεση είναι pat = 105Pa.
Α. Όταν στο σώµα ασκείται σταθερή ορι-
ζόντια δύναµη F = 2,2 · 103Ν, το ελατήριο
είναι επιµηκυµένο κατά x1 = 0,1m και το
σώµα είναι έτοιµο να κινηθεί. Να υπολο-
γιστούν:

α1) η σταθερά k του ελατηρίου,
α2) η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου.
Β. Κάποια χρονική στιγµή αυξάνουµε το
µέτρο της δύναµης σε F1, χωρίς να µεταβά-

λουµε την κατεύθυνσή της, και το σώ µα
αρχίζει να κινείται και σταµατά στιγµιαία,
αφού διανύσει διάστηµα s = 0,1m. Θεω-
ρούµε ότι κατά την κίνηση του σώµατος ο
συντελεστής τριβής ολίσθησης είναι ίσος µε
τον συντελεστή οριακής στατικής τριβής.
Να υπολογιστεί το µέτρο F1 της δύναµης. 

12.126) ∆ύο δοχεία (1) και (2) περιέ-
χουν νερό πυκνότητας ρν = 103kg/m3 και
έχουν διατοµές εµβαδών A1 = 4 · 10–3m2

και A2 = 16 · 10–3m2 αντίστοιχα. Τα δύο
δοχεία συγκοινωνούν µεταξύ τους µε σω-
λήνα αµελητέας χωρητικότητας και οι πυθ-
µένες τους βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο
επιπεδο, όπως φαίνεται στο σχήµα. Το δο-
χείο (1) κλείνεται ερµητικά µε έµβολο αµε-
λητέου βάρους και το σύστηµα ισορροπεί. 
Α. Ασκούµε κάθετα στο έµβολο σταθερή
δύναµη F1 µε φορά προς τα κάτω και το σύ-
στηµα ισορροπεί, έτσι ώστε η υψοµετρική
διαφορά της στάθµης του νερού στα δύο
δοχεία να είναι h = 0,1m. Να υπολογιστεί
το µέτρο της δύναµης F1.
Β. Ασκούµε κάθετα στο έµβολο δύναµη F2

µε φορά προς τα κάτω, έτσι ώστε το έµ-
βολο να κινείται αργά και µε σταθερή τα-
χύτητα. Να υπολογιστεί το έργο της δύνα-
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µης F2 από την αρχική θέση µέχρι η υψο-
µετρική διαφορά της στάθµης του νερού
στα δύο δοχεία να είναι h = 0,1m.
Γ. Στο δοχείο (2) προσθέτουµε λάδι
µάζας mλ = 12,8kg και πυκνότητας
ρλ = 0,8 · 103kg/m3 και κάθετα στο έµβολο
ασκούµε δύναµη F1 = 4N µε φορά προς τα
κάτω. Να υπολογιστεί η ανύψωση του εµ-
βόλου, αφού ισορροπήσει το σύστηµα.

12.127) Α. Ένας συµπαγής κύλινδρος
ύψους h = 2m, µάζας m = 20kg και µε εµ-
βαδόν βάσης A = 10–2m2 ισορροπεί µέσα
σε µεγάλη δεξαµενή που περιέχει νερό πυ-
κνότητας ρ = 103kg/m3. Ο κύλινδρος είναι
ενωµένος στα ελεύθερα άκρα δύο όµοιων
κατακόρυφων ιδανικών ελατηρίων µε στα-
θερές k1 = k2 = 200N/m, τα άλλα άκρα των
οποίων είναι ακλόνητα στερεωµένα, όπως
φαίνεται στο σχήµα. Τα ελατήρια είναι επι-
µηκυµένα κατά x1 = 0,2m. ∆ίνεται η ατµο-
σφαιρική πίεση pat = 105Pa. Να υπολογι-
στούν:

α1) το ποσοστό στα εκατό του όγκου του
κυλίνδρου που είναι βυθισµένος στο νερό,

α2) η πίεση στο σηµείο του νερού που βρί-
σκεται στο ίδιο ύψος µε τον πυθµένα του
κυλίνδρου.
Β. Μετακινούµε ελαφρά τον κύλινδρο
προς τα κάτω και τον αφήνουµε ελεύθερο
να κινηθεί.
β1) Να αποδειχθεί ότι ο κύλινδρος εκτελεί
απλή αρµονική ταλάντωση.
β2) Να υπολογιστεί η περίοδος της ταλά-
ντωσης, θεωρώντας ότι η στάθµη του νε-
ρού παραµένει σταθερή και ότι οι τριβές
είναι αµελητέες.

12.128) Α. Ένας συµπαγής κύλινδρος
ύψους h = 3m, µάζας m = 30kg και µε εµ-
βαδόν βάσης A = 2 · 10–2m2 ισορροπεί µέ-
σα σε µεγάλη δεξαµενή που περιέχει νερό
πυκνότητας ρ = 103kg/m3. ∆ίνεται η ατµο-
σφαιρική πίεση pat = 105Pa. Να υπολογι-
στούν:

α1) το ύψος του κυλίνδρου που είναι βυθι-
σµένο στο νερό,
α2) ηπίεσησεένασηµείοτουνερούπουβρί-
σκεται σε κατακόρυφη απόσταση d = 1,5m
κάτω από τον πυθµένα του κυλίνδρου.
Β. Μετακινούµε ελαφρά κατακόρυφα τον
κύλινδρο προς τα κάτω και τον αφήνουµε
ελεύθερο να κινηθεί. 

(+)
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β1) Να αποδειχθεί ότι ο κύλινδρος εκτελεί
απλή αρµονική ταλάντωση.
β2) Να υπολογιστεί ο χρόνος που απαιτεί-
ται ώστε ο κύλινδρος να εκτελέσει τέσσε-

ρις ταλαντώσεις. Θεωρούµε ότι η στάθµη
του νερού παραµένει σταθερή και ότι οι
τριβές είναι αµελητέες.
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